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Dirichletreihen

John E. MCCarthy

Primzahlen sind fiir Mathematiker von grofiem Inter-
esse. In diesem Snapshot diskutieren wir einige Fra-
gen zur Verteilung von Primzahlen und fithren be-
stimmte unendliche Reihen ein, mit deren Hilfe wir
diese studieren konnen.

1 Konvergente Reihen
Eine Reihe ist eine Folge von Termen, die aufaddiert werden, z.B.
1+2+3+...+100,

eine Reihe mit 100 Termen.2 Eine Reihe kann aus endlich vielen Termen
bestehen; in diesem Fall m6échte man eine Formel bestimmen, sodass man die
Summe entweder exakt oder ndherungsweise berechnen kann. Es kann sich
aber auch um eine so genannte unendliche Reihe handeln, dann besteht sie
aus unendlich vielen Termen, Wir verwenden die Schreibweise a,, fiir den n-ten
Term der Reihe, wir betrachten also Reihen der Form

ap+as+as+.... (1)

Zum Teil finanziert durch National Science Foundation Grant DMS 1300280

Diese Reihe wurde angeblich dem Schuljungen Carl Friedrich Gau8 (1777-1855) als Aufgabe
gestellt, um ihn zu beschéaftigen, aber er fand eine geschickte Losung, um die Summe schnell
zu berechnen. Kénnen Sie erkennen, wie man die Summe ohne groflen Aufwand berechnen
kann?



Wie konnen wir Gleichung (1) verstehen? Wie kann man unendlich viele Terme
aufsummieren? Nehmen wir als Beispiel a,, = 2% Das ergibt die Reihe

L R (2)
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Stellen Sie sich vor, Sie haben einen Stock der Lange 1 in den Boden gesteckt.
Nun stapeln Sie daneben Ziegelsteine aufeinander Der erste Stein ist % hoch,
der zweite hat die Hohe 22, der dritte die Hohe 23, und so weiter. Mit jedem
neuen Stein vergroflert sich die Gesamthohe des Stapels um genau den halben
Abstand zur Spitze des Stocks. Daraus folgt, dass der Stapel Ziegelsteine niemals
hoher als 1 sein wird, auch wenn man immer mehr Steine aufeinander stapelt.
Andererseits wird die Hohe des Stapels jeden Wert kleiner als 1 irgendwann
iibersteigen. Daher sagen wir, dass die Reihe (2) zum Wert 1 konvergiert. Das
bedeutet also, dass man durch Hinzunahme ausreichend vieler Terme beliebig
nah an den Wert 1 herankommen kann, obwohl man ihn nie erreicht.

2 Divergente Reihen

Nicht alle unendlichen Reihen konvergieren. Beispielweise wachst die Reihe
1+ 1+ 1+... offenbar iiber alle Grenzen. In diesem Fall sagen wir, dass die
Reihe divergiert. Ein subtileres Beispiel ist die harmonische Reihe 1+ % + % +...,
welche ebenfalls divergiert. Dies konnen wir sehen, indem wir die Terme der
Reihe gruppieren:

1 1 1 1 1
1+2+(3+4>+(5 67 8>+
> 1+1+<1 1>+<1 1y 1+1>+...

- 2 4 4 8§ 8 8
OO
2 2 2

Die Reihe 12 + 2% + 3% + ... konvergiert. Um dies einzusehen, zeigen wir, dass sie
termweise kleiner ist als eine andere Reihe, deren endliche Summe wir berechnen

Gegen welchen Wert konvergiert % + 32 + % +...



koénnen. Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt:

1 1 1 1
1 1 1 1
< 1+ + + —— +...F — (3)
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Dabei ergibt sich (4) daraus dass sich in der Vorigen Zeile etliche Terme aufheben
— die Terme —= und —|— heben sich auf, ebenso —= und —1—3, und so weiter, bis
sich —ﬁ nil im letzten Term aufhebt. Eine solche
Summe nennt man eine Teleskopreihe, da sie an das Zusammenklappen eines
Teleskops erinnert, bei dem nur der erste und letzte Teil {ibrig bleiben.

Daraus folgt, dass die unendliche Reihe 1% + 2% + 3% + ... konvergieren muss,
und zwar gegen eine Zahl kleiner als 2. Im Jahre 1735 berechnete Leonhard

Euler (1707-1783) den exakten Wert der Summe. Er bewies, dass

1 2

I —— L= —.
+ 22 Ty 32 + 6 5)
Auflerdem konnte er zeigen, dass
1 7t
R = —. 6
+ it 3 34 + 90 (©)

Die Riemannsche Zeta—Funktion, benannt zu Ehren von Bernhard Riemann
(1826-1866), ist fiir alle s > 1 durch

C(S) = + - + 3*5 +.
definiert. Euler konnte eine Formel fiir {(s) bestimmen, falls s eine positive
gerade Zahl ist. Er zeigte, dass der Wert der Zeta-Funktion in diesem Fall immer
durch eine rationale Zahl mal 7° gegeben ist, genau wie in (5) und (6). Daraus
ergibt sich sogleich die Frage, ob ((3), die Summe der Inversen aller dritten
Potenzen, gleich einer rationalen Zahl mal 73 ist? Niemand weif es.

3 Dirichletreihen

Die Riemannsche Zeta-Funktion ist das erste und wichtigste Beispiel einer
Dirichletreihe, benannt nach dem Mathematiker Johann Peter Gustav Lejeune



Dirichlet (1805-1859). Man erhélt eine Dirichletreihe, indem man zuerst eine
Folge von Zahlen aq,as,as,..., wihlt und dann die Funktion f betrachtet,
welche durch die unendliche Reihe

a

a
238

f(s) = a1+ o0+ 3

definiert ist. Die Riemannsche Zeta-Funktion ist eine Dirichletreihe, die der
Folge a1 = 1,a0 = 1,a3 = 1,... entspricht.

Dirichletreihen treten auf, wenn man die Verteilung von Primzahlen unter-
sucht. Vor 2300 Jahren zeigte Euklid, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Da 2 die einzige gerade Primzahl ist, muss es unendlich viele ungerade Primzah-
len geben. Aber gibt es auch unendlich viele Primzahlen, die beim Teilen durch
3 den Rest 1 hinterlassen? Dirichlet entwickelte die Theorie dessen, was wir
heute als Dirichletreihen bezeichnen, um dieses und dhnliche Probleme zu 16sen.
Im Jahr 1837 konnte er die Theorie benutzen, um das folgende Ergebnis zu
beweisen: Wenn n eine natiirliche Zahl grofer als 1 ist, und 7 eine Zahl zwischen
1 und n — 1 ist, die keine gemeinsamen Teiler (auer 1) mit n besitzt, dann gibt
es unendlich viele Primzahlen, die beim Teilen durch n den Rest r hinterlassen.
In Formeln ausgedriickt heifit das, fiir jedes r € {1,...,n — 1} mit ged(r,n) = 1,
gibt es unendlich viele Primzahlen p, sodass

p=r mod n,

wobei ged(r,n) fir den grofiten gemeinsamen Teiler von r und n steht.

Wir stellen uns die Frage, wie viele Primzahlen es gibt, die kleiner als x sind,
wobei x eine grofie Zahl sein soll. Die Antwort darauf gibt der Primzahlsatz, der
1793 von Gauf} als Vermutung aufgestellt wurde und 1896 von Jaques Hadamard
(1865-1963) und Charles-Jean de la Vallée-Poussin (1866-1962) bewiesen wurde.
Die Anzahl der Primzahlen kleiner als x ist ungefihr gleich -, wobei Inx den
natiirlichen Logarithmus von = bezeichnet.

Wie gut ist diese Naherung? Dies ist eines der grofiten ungelosten Probleme
der Mathematik. Es ist bekannt, dass ihre Giite von Eigenschaften der Rie-
mannschen Zeta-Funktion abhédngt. Die Riemannsche Hypothese, von Riemann
im Jahre 1859 aufgestellt, wiirde nach sich ziehen, dass die Ndherung in einem
bestimmten Sinne sehr gut ist. Jedoch wissen wir trotz grofler Anstrengungen
von Mathematikern aus aller Welt auch nach fast zwei Jahrhunderten noch
nicht, ob die Riemannsche Hypothese wahr ist oder nicht.
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