
Zitrus (Limón)
x2 + z2 = y3 (1 - y)3

Esto no es un limón

La traición de las imágenes

Al ver esta imagen, seguramente 
todos hemos pensado: “Esto es un 
limón”. Pero si es un limón, ¿Por 
qué no tiene olor ni sabor? ¿Por 
qué no tiene ni poros ni manchas? 
¡Está claro que esto no puede ser 
un limón! 

En efecto, esta figura no es un li-
món, sino un modelo matemático 
de un limón, que nos ayuda a en-
tender mejor las propiedades de 
la forma que tiene el limón. Las 
ecuaciones nos permiten construir 
modelos matemáticos que se pa-
recen a las cosas, y estudiar estos 
modelos matemáticos nos ayuda, 
a su vez, a entender mejor la for-
ma de las cosas. 

El mapa no es el territorio
Alfred H. S. Korzybski

Todo esto forma parte de la “poe-
sía” de las Matemáticas. A partir 
de ecuaciones algebraicas pode-
mos generar bellas superficies que 
transportan nuestros pensamien-
tos hasta rincones insospechados 
de nuestra mente.



Zeck (Peonza)
x2 + y2 = z3 (1 − z)

La ecuación, un nombre inequívoco

Imagina un nombre  

para esta figura…

Todas las figuras que se muestran 
en la exposición tienen nombre. Si 
tuvieras que nombrarlas tú, ¿qué 
nombres hubieras escogido?

¿Qué nombre crees que habrá 
puesto otra persona? ¡Pregúntalo!

Pero, ¿podemos encontrar un mo-
do de nombrar figuras que nunca 
lleve a confusión? En Matemáticas 
se ha resuelto nombrándolas por 
su ecuación. 

Una sola ecuación determina to-
da la figura, todos sus puntos, to-
das sus curvas, incluso todos sus 
agujeros, todos sus pliegues y to-
das sus puntas. Sólo falta apren-
der a encontrarlos en la ecuación 
o saber dibujarla. Es como cuando 
te enseñan a escribir: una vez sa-
bes escribir sin faltas una palabra, 
todo el mundo la entiende.

Además, las ecuaciones se escri-
ben y se interpretan igual en todas 
partes, porque el lenguaje de las 
Matemáticas es universal, como 
las partituras musicales.



Kolibri (Colibrí)
z3 + y2 z2 = x2

Diálogo entre Geometría y Álgebra

La ecuación es el jefe de los puntos

Esto es lo que nos dice el Álgebra 
sobre Colibrí: está formada por to-
das las ternas (x, y, z) de números 
que cumplen x2= y2z2+z3.  

Por ejemplo, 

(0,0,0), (1,0,1) y (3,-2,-3) 

son puntos de Colibrí, mientras que 
(0,1,1) no lo es.

En general, la ecuación descri-
be exactamente la figura: a cada 
punto le corresponde una terna de 
números (x, y, z) que es solución de 
la ecuación y viceversa. 

Pero, ¡Colibrí es una figura geo-
métrica que vemos en el espacio! 
¿Cómo sale la figura de Colibrí a 
partir de estos números?

Esto nos lo dice la Geometría: 
para interpretar x, y, z necesitas 
elegir un convenio para orientarte 
en el espacio, esto es, un sistema 
de coordenadas. Éste consta de 
tres ejes que pasan por un punto, 
llamado origen, y que determinan 
las tres direcciones atrás-delante, 
derecha-izquierda y abajo-arriba. 
Así, las coordenadas (x, y, z) indi-
can cuánto se ha recorrido en cada 
una de las tres direcciones desde 
el origen hasta llegar al punto en 
cuestión.



Tülle (Embrollo)
y z (x2 + y - z)  = 0

Infinitos puntos en una palabra

Los “Pulgarcitos” de las Matemáticas

Del mismo modo que los impre-
sionistas pintaban casas y prados 
con miles de puntos de pintura, las 
superficies también están forma-
das por miles de puntos. De he-
cho, una infinidad, ¡todos solucio-
nes de una ecuación! 

Una manera de pensar en el infi-
nito es empezar a contar 

1, 2, 3, … 
Siempre hay un número mayor, y 
no acabamos nunca de nombrar 
todos los números naturales.  

Fíjate en la ecuación de Embrollo: 
los factores yz multiplican toda la 
ecuación. Por tanto todos los pun-
tos de los planos z=0 (horizontal) 
e y=0 (vertical) forman parte de 
Tülle. 

Pero no solamente figuras como 
Tülle, que contiene dos planos, es-
tán formadas por una infinidad de 
puntos. Un cuadrado, sin ir más 
lejos, también. 

Parece imposible que infinitos pun-
tos quepan en un cuadrado, que es 
una porción finita, ¿verdad? Pien-
sa que los puntos son tan peque-
ños que se les considera adimen-
sionales, y si pudiéramos dibujar 
realmente uno, no sería percepti-
ble al ojo humano.



Helix (Hélice)
6x2 = 2x4 + y2 z2 

Más finas que una pompa de jabón

No se pueden esculpir 

de lo finas que son

Las pompas de jabón son extre-
madamente delicadas, tanto que 
a veces parece que estallen por el 
simple hecho de mirarlas. 
Sin embargo, su superficie está for-
mada por una capa de agua atra-
pada entre dos capas de jabón. 
Cuando son demasiado finas, por 
ejemplo cuando la pompa de ja-
bón crece, el agua de la capa in-
terior hace estallar la burbuja. 
Las superficies algebraicas son mu-
chísimo más finas que las pompas 
de jabón, ya que están hechas de 
una sola capa de puntos. Y como 
sólo usamos nuestra imaginación 
para producir los puntos, sin grosor 
ni masa, las superficies no estallan, 
aunque tengan puntas o pliegues 
tan marcados como los de Hélice. 
Así, si queremos tocar la superfi-
cie de Hélice en un modelo tridi-
mensional, tenemos que crear una 
escultura más gruesa de lo que es 
Hélice en realidad, engrosando la 
superficie por uno de los lados. La 
escultura de Hélice que se muestra 
en la vitrina se ha engrosado por 
su lado interior.



Nepali (Nepalí)
(x y - z3 -1)2 = (1 - x2 - y2)3 

¿Caben en una bola  
o se extienden hasta el infinito?

Un mundo sin fin

Quizás alguna superficie te parez-
ca francamente hermosa y tengas 
ganas de meterla en una bola de 
cristal llena de nieve, para poder-
la agitar y jugar con ella. Pero ¡no 
vayas a creer que puedes elegir 
cualquier superficie y meterla en 
tu habitación!

Hay superficies que se extienden 
hasta el infinito y, por muy bonitas 
que sean, jamás las podrás me-
ter dentro de una bola de cristal, 
aunque sea inmensa. Si esto ocu-
rre, se dice que no son acotadas 
y para dibujarlas hemos de esco-
ger una porción: por eso parece 
que algunas estén cortadas, como 
Embrollo, de la cual sólo vemos 
la porción contenida en una esfe-
ra. En cambio Nepalí está acota-
da. ¿Te atreves a deducirlo de su 
ecuación?

La propiedad de ser acotada no 
es fácil de percibir empíricamente, 
incluso con la ayuda de SURFER. 
Es como el averiguar si el universo 
está acotado; aunque no conoz-
cas sus límites, puede ser que los 
tenga o que no.



Himmel und Hölle
(Comecocos)

x2 - y2z2 = 0

Creando nuevas formas
La simplicidad asombrosa  

del Álgebra

Para crear nuevas formas es pre-
ciso conocer las ecuaciones. Sus 
piezas básicas son los monomios, 
expresiones algebraicas con letras 
y números. 

Del monomio se distinguen los ele-
mentos siguientes: 

signo, coeficiente, variables,
exponentes y grado. 

Por ejemplo:
2xy2z = +2x1y2z1       

El grado del monomio es la suma 
de los exponentes de las variables 
que lo componen:

grado = 1+2+1 = 4

Para formar ecuaciones sólo se 
usan las operaciones de suma, res-
ta y multiplicación, que conocemos 
desde que somos muy pequeños. 
Y sin embargo, con operaciones 
tan simples se consigue obtener 
superficies muy especiales: las su-
perficies algebraicas.  

¿Te atreves a crear formas con pun-
tas o agujeros solamente suman-
do y multiplicando?



Quaste (Viruta)
8z9 - 24x2z6 - 24y2z6 + 36z8 + 24x4z3 - 
168x2y2z3 + 24y4z3 - 72x2z5 - 72y2z5 + 54z7 
- 8x6 - 24x4y2 - 24x2y4 - 8y6 + 36x4z2 - 
252x2y2z2 + 36y4z2 - 54x2z4 - 108y2z4 + 27z6 

- 108x2y2z + 54y4z - 54y2z3 + 27y4 = 0

El abecedario de las ecuaciones
A mayor grado, más letras

¿Te has fijado en la ecuación de 
Viruta? Parece enormemente com-
plicada. En cambio su figura es fá-
cil de describir: el borde superior 
tiene  la forma de la letra griega 
alfa, a; el borde derecho tiene la 
forma de una curva con una pun-
ta, llamada cúspide; si deslizas esa 
curva cuspidal paralelamente a lo 
largo de la curva en forma de alfa, 
obtienes Viruta. Las superficies que 
tienen esta propiedad se llaman 
productos Cartesianos en honor al 
matemático René Descartes.

Combinando x, y, z podemos cons-
truir monomios de grado 1, que 
coinciden con las mismas variables 
x, y, z; grado 2: x2, xy, y2, xz, yz, z2; 
y así sucesivamente. Cuanto más 
elevado es el grado, más mono-
mios tenemos, y esto nos da juego 
para crear formas más complica-
das.

Es como un abecedario: si tene-
mos más letras a nuestra disposi-
ción, podemos escribir palabras 
más complicadas. 



Ding-dong (Lágrima)
x2 + y2 + z3 = z2 

Deformar la figura deformando 
la ecuación

El equilibrio de las estalactitas

La ecuación y la forma de Lágri-
ma son muy simples. La figura se 
ha obtenido girando la forma de 
la letra griega alfa alrededor de 
un eje. Mirándola al revés parece 
una gota de agua. ¡Casi se podría 
decir que la vemos caer! 

Añadiendo parámetros a su ecua-
ción, y modificándolos de manera 
continua, podemos crear una se-
cuencia de imágenes en las que 
podríamos ver cómo se genera la 
gota, cómo se va acercando a su 
posición límite, y cómo finalmente 
se desprende. Es como crear una 
secuencia de fotogramas de una 
película.

En cada instante, la gota está en 
una situación de equilibrio, donde 
la fuerza de la gravedad compen-
sa la tensión superficial del líqui-
do. Pero el equilibrio de Lágrima 
es claramente inestable, y las go-
tas pasan por él temblando hasta 
desprenderse. La Teoría de Catás-
trofes del matemático René Thom 
estudia como pequeños cambios 
de los parámetros pueden llevar a 
súbitos cambios de equilibrio.



Vis à Vis (Tú y Yo)
x2 - x3 + y2 + y4 + z3 - z4  = 0 

Singular versus liso

Amigos o enemigos

Los puntos singulares, o singula-
ridades, a menudo se identifican 
fácilmente de forma visual porque 
son puntos donde la superficie no 
es lisa ni suave, como por ejemplo 
un pico o un pliegue. 

La superficie Tú y Yo ilustra muy 
bien lo que es una singularidad, 
el pico de la izquierda, y lo que 
no lo es, la colina lisa de la dere-
cha. Las singularidades son inte-
resantes entre otras cosas porque, 
al contrario de lo que ocurre con 
los puntos lisos que son estables, 
pequeños cambios en la ecuación 
pueden cambiar su aspecto de un 
modo sorprendente.

¿Sabes que hay gente que se dedi-
ca especialmente al estudio de es-
tos puntos? Los agujeros negros y 
el principio del universo, Big Bang, 
son singularidades de las ecuacio-
nes de los modelos cosmológicos. 
Sin ir más lejos, ¡las singularidades 
de nuestras huellas dactilares nos 
identifican!

                    



Süss (Pasión)
(x2 + 9/4y2 + z2 - 1)3 - x2z3 - 9/80y2z3 = 0 

Singularidad en el corazón
¿Te imaginas  

un corazón sin punta?

	 “En el corazón tenía 
	 la espina de una pasión; 
	 logré arrancármela un día:  
	 ya no siento el corazón“.  

	 Y todo el campo un momento 
	 se queda, mudo y sombrío, 	
	 meditando. Suena el viento 
	 en los álamos del río.

	 La tarde más se oscurece; 
	 y el camino que serpea 
	 y débilmente blanquea,

se enturbia y desaparece.

  	Mi cantar vuelve a plañir: 
	 “Aguda espina dorada 
	 quién te pudiera sentir 
	 en el corazón clavada“.

Soledades XI (fragmento) 
Antonio Machado

La pasión amorosa acostumbra a 
identificarse con la fuerza emotiva 
de alguna “singularidad” dolorosa 
y por ello esta asociación ha sido 
ampliamente usada en el mundo 
del arte, no solamente arquitectó-
nico y pictórico, sino también en 
el narrativo e interpretativo.
      
                



Daisy (Campanilla)
(x2 - y3)2 = (z2 - y2)3 

Con ojo matemático

Reconocer las singularidades

Has aprendido que puntas y plie-
gues son singularidades, aunque 
hay más tipos. Pero imagina ahora 
que te tapan los ojos y te impiden 
tocar la superficie. ¿Cómo podrías 
encontrar sus singularidades?

Las singularidades se definen co-
mo todos aquellos puntos de la 
superficie que son solución de las 
derivadas parciales de su ecua-
ción. Este método permite encon-
trar las singularidades con papel 
y lápiz, sin ni siquiera tener cerca 
la superficie, tan sólo mediante su 
ecuación.

Por ejemplo, derivando la ecua-
ción  x2 + y 2 − z 2 = 0, que re-
presenta un cono, respecto de x, 
obtenemos 2x; respecto de y, 2y; y 
respecto de z, −2z. Estas tres de-
rivadas se anulan a la vez sólo en 
el punto (0,0,0). Como (0,0,0) es 
un punto del cono, hemos encon-
trado el único punto singular del 
cono, que, como podíamos espe-
rar, ¡es la punta del cono!

Si sigues este método con Cam-
panilla, encontrarás que sus pun-
tos singulares forman dos curvas 
planas que se cortan transversal-
mente en su punto singular común.



Croissant (Cruasán)
(x2+y2+z2 + 7√5/2 -11/2)2 

- ((1+ √5)x – 7 + 3√5)2 
- (1+ √5)2 y2 = 0

Resolver para comprender
Cuando los puntos explotan

Para comprender mejor las singu-
laridades, se utilizan técnicas que 
permiten transformar, en un núme-
ro finito de pasos, superficies sin-
gulares en superficies lisas.

Una manera de entender esto es 
mediante globoflexia: con glo-
bos alargados podemos obtener 
fi-guras girando y estrangulando 
la goma. Cruasán tiene una es-
trangulación en su punto singular; 
si la deshacemos obtenemos un 
“donut”, una forma llamada Toro. 
Concretamente, el punto de Crua-
sán explota y se transforma en una 
circunferencia del Toro.

Todo el proceso se denomina re-
solución de singularidades. Por 
ejemplo, dado un perro salchicha 
con varias estrangulaciones (sin-
gularidades), podemos deshacer-
las hasta obtener el globo original 
bien liso. Pero, ¡ojo!, para volver a 
montar el perrito, tendremos que 
recordar los pasos: resolver y re-
cordar.



Calypso (Calipso)
x2 + y2 z = z2

La estética de la inestabilidad

Ecuaciones de la creatividad

Las singularidades son delicadas 
o inestables, como Calipso. Pe-
queñas modificaciones en su ecu-
ación transforman la superficie ra-
dicalmente. 

La inestabilidad de las singulari-
dades es la esencia de su belleza. 
Esto también ocurre en arquitectu-
ra, por ejemplo con las superficies 
plegables: su inestabilidad permi-
te el movimiento de la estructura y 
así cambiar su forma.

¿Sabías que los arquitectos usan 
ecuaciones para saber qué forma 
va a presentar su obra en cada 
momento durante el despliegue? 
Los grandes arquitectos son tam-
bién grandes conocedores de las 
Matemáticas, y las ecuaciones les 
permiten experimentar con las for-
mas soñadas.

El plegado, como un medio para cam-
biar la forma de un armazón, contradice 
el principio de estabilidad en tanto que 
esta última es la capacidad de retener 
la forma. Así, una estructura plegable 
debe necesariamente ser inestable.

Olga Gil Medrano, Un mundo en 
el bolsillo, la geometría plegable de 
Santiago Calatrava.

 



Calyx (Cálix)
x2 + y2z3 = z4 

Elevarse a dimensiones superiores

Atrapadas en la caverna de las sombras

Los puntos singulares de Cálix son 
todos los del eje y. Si explotamos 
esta recta, como hicimos con el 
punto singular de Cruasán, ob-
tenemos un cilindro, y ¡Cálix se 
transforma en Calipso! Si vuelves 
a contemplar a Calipso no verás 
este cilindro porque habita en di-
mensiones superiores, y sólo com-
parte con Calipso y su mundo tri-
dimensional una recta.

Otra manera de entender esto es 
imaginando el proceso inverso: 
mediante una proyección adecu-
ada en un espacio 5-dimensional 
la superficie del cilindro se contrae 
a la recta singular de Cálix, y de 
este modo ¡Cálix es la sombra de 
Calipso!

Un resultado sorprendente del ma-
temático Heisuke Hironaka afirma 
que cualquier superficie con algu-
na singularidad es la sombra de 
alguna superficie lisa, es decir, sin 
singularidades, que puede habitar 
en un espacio de dimensión supe-
rior a tres.

Podemos imaginar que el mundo 
tridimensional es una caverna que 
atrapa las sombras de realidades 
de dimensión superior... 



Dullo (Manzana)
(x2+ y2 + z2)2 = x2 + y2

Fenómenos singulares  
en la naturaleza

Comprender las singularidades 
para planificar

Las Matemáticas están muy estre-
chamente relacionadas con otros 
campos del conocimiento como la 
Física, la Química o la Tecnología. 
Proporcionan potentes herramien-
tas para entender el mundo que 
nos rodea.

Muchos fenómenos que nos en-
contramos al estudiar la naturale-
za dan lugar a modelos con sin-
gularidades, y conocerlas ayuda a 
evitarlas o a planificar estrategias 
para atravesarlas. Así ocurre con 
el diseño y funcionamiento de ro-
bots.

Otro ejemplo es la propagación 
de las ondas de sonido produci-
das por la ovación del público en 
un estadio, que toma la forma de 
la superficie Manzana, con una 
singularidad en su centro. Por esta 
razón y para proteger sus oídos, el 
árbitro de fútbol evita estar en el 
centro del campo cuando se cele-
bra un gol.



Distel (Destello)
x2+y2+z2

+1500(x2+y2)(x2+ z2)(y2+z2)  = 1 

¿Formas caprichosas?
Encajes singulares

La imagen en blanco y negro pa-
rece una fotografía de Destello, 
pero en realidad es la de un virus. 
Los virus utilizan sus pinchos, sus 
singularidades, a modo de llaves 
para entrar en las células, en don-
de pueden dividirse y crecer. 

Una figura es simétrica si existe 
una transformación que la deja 
igual. Las simetrías de una figura se  
pueden reconocer a través de su 
ecuación. En Destello, por ejem-
plo, cualquier permutación de las 
variables de su ecuación da la mis-
ma ecuación y por eso tiene el mis-
mo aspecto sea cual sea la punta 
que tenemos enfrente.

Estudiando las simetrías de los azu-
lejos, los matemáticos demostra-
ron que sólo hay 17 maneras de 
recubrir una superficie plana con 
baldosas. Todas ellas ya se encuen-
tran en los muros de la Alhambra 
de Granada. Este mismo tipo de 
investigaciones en tres dimensio-
nes permiten clasificar los cristales 
y las moléculas.



Kreisel (Giroscopio)
60 (x2 + y2) z4 = (60 - x2 - y2 - z2)3 

A través del espejo
Mi otro yo

Una de las simetrías más usadas 
en el mundo literario y místico es 
la especular. El nombre hace refe-
rencia a los reflejos, por ejemplo 
en un lago o en un espejo.

Un ejemplo de ella es Giroscopio. 
Si debajo de la parte verde hubie-
ra un lago, la parte azul 
parecería su reflejo. ¡Así 
es como funciona la sime-
tría especular! Fíjate que 
en su ecuación la variable z solo 
aparece con exponentes pares.

Para muchos autores, esta simetría 
ha inspirado un mundo donde iz-
quierda es derecha, los niños son 
adultos y la gente rejuvenece. 

Esta idea viene de la propiedad 
matemática de la simetría especu-
lar de invertir la orientación. Esto 
nos lo explica la conversación en-
tre el escritor L. Carroll, autor de 
“Alicia a través del espejo”, y una 
niña, Alice:
-Primero quiero que me digas en 
qué mano tienes la naranja.                        
-En la derecha -contestó Alice. 
-Ahora -dijo Carroll- fíjate en el espejo y dime en 
qué mano tiene la naranja la niña que ves en él.
-En la izquierda -dijo Alice.
-¿Y cómo se explica eso? -le preguntó Carroll. 
La niña se quedó dudando, pero al fin dijo: 
-Si yo estuviera al otro lado del espejo, ¿no es cier-
to que la naranja seguiría estando en mi mano de-
recha? 
-¡Bravo, mi pequeña Alice! -exclamó Carroll- ¡Es la 
mejor respuesta que he recibido hasta el momento!



Schneeflocke
(Copo de nieve) 

x3 + y2 z3+ y z4 = 0

Las ecuaciones pueden ser bellas

Buscar la misma belleza 
de diferentes maneras

Seguramente, cuando más ganas 
tenemos de dibujar es cuando he-
mos visto algo que nos parece her-
moso. A veces es difícil que el di-
bujo nos deje satisfechos, porque 
ya no es tan hermoso como aque-
llo que hemos visto. ¡Y es que la 
belleza sabe ocultarse muy bien!

En Matemáticas, a nuestra mane-
ra, también buscamos la belleza 
allí donde se esconde. Y resulta 
que uno de esos lugares son las 
ecuaciones. A veces para encontrar 
una ecuación que produzca una 
superficie hermosa hay que bus-
car mucho, ensayando con ecua-
ciones parecidas, y entendiendo 
qué efecto tiene cada parte de la 
ecuación en el dibujo. 

Esto ocurre también con los fotó-
grafos que hacen miles de captu-
ras antes de tener un buen enfo-
que, y con los pintores, que a veces 
llenan un museo con ensayos an-
tes de empezar el cuadro definiti-
vo. Pintores, fotógrafos, matemá-
ticos... todos hacen lo mismo de 
diferentes maneras.



Sofa (Sofá)
x2 + y3 + z5 = 0

Controlar lo impredecible

Singularidades con suspense

Aunque Sofá tenga la forma de un 
moderno sillón, ¡no parece nada 
cómodo!

Si se sitúa una canica en el plie-
gue de Sofá, no podemos prever 
hacia dónde caerá; en cambio, es 
fácil imaginarse la trayectoria de 
la canica si se sitúa en cualquier 
otro punto. 

Esta impredecibilidad se manifies-
ta en informática: para dibujar 
una superficie, esculpirla, o cal-
cular la trayectoria de una canica 
deslizándose sobre ella, se necesi-
ta encontrar una malla suficiente-
mente tupida de puntos solución, 
y para este fin las singularidades 
son un obstáculo, ya que los erro-
res de redondeo pueden superar 
la distancia entre las dos laderas 
del pliegue. 

Una estrategia para solventar este 
inconveniente es aproximar pre-
viamente la ecuación cerca de los 
puntos singulares. Y acostumbra 
a tener éxito, ya que ¡la forma de 
una superficie cerca de un punto 
se puede aproximar muy bien!



Taube (Pajarita)
256z3 - 128x2z2 + 16x4z + 
144xy2z - 4x3y2 - 27y4 = 0

Origami multidimensional

La ubicuidad de las cúspides

Si se nos cae un mantel al suelo, 
queda lleno de pliegues. La caída 
determina una asignación, o pro-
yección, de los puntos del mantel 
en los del suelo, y los puntos de 
los pliegues forman una curva lla-
mada discriminante.

La manera de saber si un punto es 
del discriminante, es decir, de un 
pliegue, es atravesando con un al-
filer el mantel alrededor del punto: 
si el número de capas atravesadas 
no es el mismo en un entorno pe-
queño del punto, podemos asegu-
rar que está sobre un pliegue. 

Hassler Whitney observó que, en 
general, hay dos tipos de puntos 
en un pliegue: los que componen 
la curva del pliegue y su punto ex-
tremo. Estos puntos extremos se 
llaman cúspides. 

Imagina que, en vez de superfi-
cies, manipulas objetos algebrai-
cos de dimensión superior y que 
puedes hacer proyecciones entre 
ellos. Entonces el discriminante, o 
los pliegues, ya no serían curvas 
sino superficies o variedades de 
dimensión superior. Así es como 
aparece la figura de Taube: es una 
superficie discriminante.



Seepferdchen 
(Caballito de mar) 

(x2 - y3)2 = (x + y2)z3

Singularidades delicadas

Contactos sutiles

La superficie Caballito de Mar se 
repliega y se autointerseca en un 
único punto, que es singular. El 
suave contacto tangencial entre 
las dos porciones es muy difícil de 
conseguir jugando con ecuacio-
nes. Se trata de una singularidad 
muy delicada, y cualquier pequeña 
modificación de la ecuación des-
truye este contacto sutil. ¡Cambia 
su ecuación mediante SURFER y 
observa el resultado!

Quizás esta bonita superficie se 
llama así porque los caballitos de 
mar también son animales muy de-
licados. Sólo viven en praderas de 
posidonia y zonas arenosas.

Pero la delicadeza de esta singu-
laridad quizás es más comparable 
a la de la mimosa púdica. Es una 
planta que no permite que la to-
quen sin cambiar de forma: si al-
guien intenta hacerlo, ella, a modo 
de protección, cierra sus hojas y se 
coloca en una posición en la que 
no permite que miren su interior.



Diabolo (Diábolo) 
x2 = (y2 + z2)2 

La revolución de la revolución

Las superficies del alfarero

La porción de la derecha de Diá-
bolo es simétrica de la porción iz-
quierda. Además parece que cada 
una de ellas se haya obtenido usan-
do un torno de cerámica, hacien-
do girar una curva parabólica. Las 
superficies que se obtienen hacien-
do girar una curva se llaman su-
perficies de revolución, y la curva 
que hemos hecho girar se llama 
generatriz.

Es lo que le ocurre al volcán Rangi-
toto, que se encuentra en Auckla-
nd, Nueva Zelanda, a unos 19000 
km de aquí: por muchas vueltas 
que des a su alrededor, el paisaje 
te parecerá siempre igual.

Conozco Rangitoto. La gente de Auckla-
nd se volvía para verlo, señalarlo y decir: 
Tiene una forma peculiar; sea cual sea el 
ángulo desde el que se mire es igual; es 
el lugar más emblemático de Auckland, su 
fenómeno. Lo observaban y observaban, 
pero no lo conocían, y Grace no lo cono-
cía, aunque si había aprendido a asignarle 
atributos poéticos; su uniformidad exterior 
oculta una sorpresa interior.

Janet Frame, Hacia otro verano.

Cada una de las dos  superficies 
que forman Diábolo oculta una 
sorpresa interior: es un espejo pa-
rabólico y los reflejos los rayos de 
luz paralelos al eje de revolución 
se cortan en un punto. 



Limao (Lima)
x2 - y3z3 = 0

En el punto de equilibrio

El egocentrismo de las figuras

Una figura tiene simetría central 
cuando todos sus puntos están dis-
puestos regularmente respecto de 
un punto, llamado centro de si-
metría: cada punto tiene un punto 
simétrico en la figura a igual dis-
tancia del centro, en la misma di-
rección pero en sentido opuesto.

En Lima puedes detectar fácilmente 
cuál es su centro de simetría. Aun-
que en este caso el centro pertene-
ce a la figura, no siempre es así. Si 
el centro es el origen de coordena-
das, la simetría central se descubre 
fácilmente en la ecuación: sustitu-
yendo (x,y,z) por (-x,-y,-z) nos da 
la misma ecuación.

El concepto de simetría 
central hace referen-
cia a orden, equilibrio 
y a que hay un único 
punto que coordina a 
todos los demás. Es 
por ello que muchas 
veces se utiliza para simbolizar el 
origen de la vida, el centro de gra-
vedad o depositario de la energía, 
quién es el dueño de un conjunto 
de cosas, etc. Ejemplos de estas 
connotaciones los puedes encon-
trar en muchos símbolos religiosos.



Eistüte 
(Cucurucho)

(x2 + y2)3 = 4x2y2(z2 + 1)

Seccionar para investigar…

Cortes desveladores

Cuando queremos investigar un 
objeto, a menudo lo cortamos por 
la mitad. Una manzana entera tie-
ne una forma redonda y un co-
lor rojizo, verde o amarillo, pero 
si queremos saber qué forma tie-
nen sus semillas y de qué color es 
por dentro, tendremos que cortar-
la para descubrir su interior. 

Si quieres estudiar una figura tam-
bién la puedes cortar y observar 
qué información aportan las curvas 
que obtienes. Por ejemplo, al cor-
tar una esfera por cualquier plano 
obtienes una circunferencia. Esta 
acción de “cortar” se denomina 
seccionar.

La misma técnica utilizan los mé-
dicos para hacer tomografías, sec-
cionando el cerebro por planos 
paralelos.  

Fíjate que la sección superior de 
Cucurucho es en forma de flor. Y 
dada su semejanza con un cucuru-
cho, si pones una bola de helado 
encima de ella, ¿cómo puedes sa-
ber si el helado derreti-
do lo atravesará y cae-
rán gotas por abajo? 
Seccionando...



Tanz (Danza)
x4 - x2 - y2z2 = 0

Recta que te quiero recta

Superficies regladas

Las superficies regladas son las 
que se pueden generar mediante 
el movimiento de una recta que si-
gue un recorrido determinado.

Aunque Danza no es reglada, con-
tiene rectas. Fíjate en dos de ellas 
que aparecen en la figura aisladas 
del resto: los ejes y, z. El progra-
ma SURFER no permite visualizar 
rectas o curvas aisladas. Para ver 
la curva dada por f=0 y g=0, se 
considera la ecuación f2+g2=0, 
que tiene las mismas soluciones 
reales, y se engorda a un fino tubo 
modificando un poco la ecuación, 
f2 + g2 – a = 0, para un valor pe-
queño de a.

Muchos arquitectos e ingenieros 
deciden trabajar con superficies 
regladas, no solamente por su di-
seño, sino también por las ventajas 
de su construcción: proporcionan 
rigidez y facilitan el uso del hormi-
gón.

Para que un objeto sea altamen-
te bello es preciso que su forma 
no tenga nada de superfluo, so-
lamente las condiciones materia-
les que lo hacen útil; se debe te-
ner en cuenta el material de que 
se dispone y los usos que debe prestar; y de 
aquí nacerá la forma general. Cuando las 
formas son más perfectas exigen menos or-
namentación.

Antoni Gaudí



Herz (Corazón)
y2 + z3 - z4 - x2z2 = 0

Mirar los árboles 
sin dejar de ver el bosque

Estudio local y global de las superficies

¿Has visto el pingüino y el tulipán 
que algunos visitantes como tú han 
dibujado con SURFER? Para con-
seguirlo, han tenido que multipli-
car varias ecuaciones, ya que de-
terminar todos los detalles de una 
superficie algebraica con solo una 
ecuación, como en Corazón, es 
muy difícil. La unión de lo “local”, 
el detalle, de todos los puntos for-
ma lo “global”, la forma, de la su-
perficie. 

Aspectos globales de una super-
ficie son por ejemplo su grado, el 
tipo de curvas de sus secciones, o 
saber como está construida. Este 
es el caso del Teorema Egregium 
de Gauss, que afirma que no se 
puede construir una esfera con una 
hoja de papel sin tener que arru-
garla o rasgarla. 

En cambio, aspectos locales de una 
superficie son por ejemplo saber si 
hay una singularidad en un punto 
o si el contacto de una superficie 
con otra alrededor de un punto es 
intenso o más bien superficial.



Miau
x2yz + x2z2 + 2y3z + 3y3 = 0

Tantas superficies como agujeros

Están vacíos pero son importantes

En Miau hay un enorme agujero 
doble en el centro, a través del cual 
vemos una de sus singularidades. 
Puede parecer que los agujeros, al 
estar vacíos, no tienen ninguna im-
portancia, pero de hecho nos ayu-
dan a conocer mejor la superficie. 

En el caso de superficies lisas aco-
tadas y de una sola pieza, el núme-
ro de agujeros, como el del donut, 
incluso las clasifica. Esto es así en 
el ámbito de la Topología, donde 
se permite deformar elásticamente 
la superficie, pero no rasgarla, pe-
garla o estrangularla. Así, ¡la su-
perficie de una taza de café es la 
misma que la de una rosquilla!

Los agujeros también tienen no 
menos importancia en otras oca-
siones. Según hayan o no burbu-
jas –agujeros– en la cámara mag-
mática de un volcán, su erupción 
podrá ser explosiva o solo efusiva. 
Lo mismo ocurre con las burbujas 
de gas que liberan las bacterias de 
la fermentación del queso Emmen-
tal: acaban produciendo un queso 
lleno de agujeros.



Geisha
x2yz + x2z2 = y3z + y3

Transforma tu imaginación 
en ecuaciones

Arte matemático

Muchas veces no es fácil descubrir 
las simetrías, proporciones, razo-
nes áureas... que se esconden tras 
una obra de arte. Sin embargo 
existen corrientes matemáticas que 
buscan el arte de las Matemáticas, 
y no el arte con las Matemáticas. 

Un ejemplo de ello es 
el “Arte Matemático”, 
donde los autores uti-
lizan las Matemáticas 
en sus obras como un 
medio mismo, sin dar 
pie a la casualidad, y muchas ve-
ces juegan con paradojas imposi-
bles como Maurits C. Escher. Otro 
artista destacado es Jared Tarbell. 
¿Sabías que sus obras se realizan 
mediante clicks con el ratón, y está 
basado en ecuaciones y logarit-
mos?

Y recuerda, tú tienes la última pa-
labra para decidir si una obra te 
parece hermosa. Si, como hacía-
mos referencia al principio de la 
exposición, cada persona recono-
ce objetos diferentes al ver la mis-
ma forma, todavía es más subjeti-
vo reconocer la belleza en lo que 
observamos.




