DUVAR KAGIDI GRUPLARI

Fulya Tastan

Bir diizlemi (odanin zeminini, voleybol sahasini) bir cesit karoyla
kaplayabilmek i¢in birbirinden bagimsiz en azindan iki yonde karolari
otelemek gerekir elbette. Bunu yapmanin ilk akliniza gelen yolu muh-
temelen Sekil 1’deki gibi olsa gerek. Oysa ne yazik ki ( ya da ne glizel
ki) diizlemi boyle iki 6telemeyle kaplamanin tek bir yolu yoktur. Bu
yvazida, duvar kagide gruplar olarak bilinen, diizlem iizerindeki birbi-
rinden bagimsiz iki 6teleme simetrisine (ve daha da fazlasina) sahip
periyodik dogemelerin simetri gruplarindan bahsedecegiz.

Simetrilere giinlitk hayatimizda, sanat tarihi boyunca antik mima-
riden modern sanata kadar ve hatta dogada sikca rastlariz. Sezgisel
olarak diizlem tizerindeki bir dogemenin simetrik oldugunu anlayabilsek
bile, bunlarin simetrilerinin gergekte neler oldugunu soyleyebilmek o ka-
dar da kolay degildir. Bu dogemelerin matematigini anlayabilmek igin
sahip olduklar1 simetrileri 6lcecek bir yontem geligtirilmelidir. Matema-
tik dilinde, bir dogeme tizerindeki simetriyi, dogemenin gortintiisii ko-
runarak yapilan sabit hareket olarak tanimlayabiliriz. Diizlem iizerinde
dort cesit simetri bulunmaktadir:

(1) Oteleme simetrisi: dogrusal yonde sabit bir mesafedeki hareket;

(2) Dondiirme simetrisi: belli bir merkez etrafinda belli bir agiyla
dondiirme hareketi;

(3) Yansima simetrisi: belli bir dogrultuda yerlestirilen aynada yansi-
ma hareketi (cismin aynanin diger tarafinda olugan goriintiisii an-
laminda);

(4) Kayma-yansima simetrisi: 6nce belli bir yonde Oteleyip daha
sonra Oteleme yoniine paralel dogrultuda yansima hareketi.

Diizlem fiizerinde birbirinden bagimsiz iki Oteleme simetrisine (ve
belki de birkag baska simetriye) sahip dogemelere duvar kagidi dégemeleri
demigtik. Bir dogemenin simetrilerinin olugturdugu kiimeyi de o dogemenin
simetri grubu olarak adlandiriyoruz. Bir kiimenin bir grup olabilmesi
i¢in oncelikle tizerinde bir de islem olmas1 gerekir. Buradaki iglem, si-
metrileri ard1 ardina yapma islemi.

Matematikciler duvar kagidi dogemelerinin simetri gruplarina gore

simiflandirildigini bilirler. Dolayisiyla bu dogemeleri siniflandirmamiz
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igin onlarin simetri gruplarini incelemek gerekir. Farkli simetri gru-
buna sahip her dogeme farkl duvar kagidi grubu ile anilir. Duvar kagidi
dogemeleri dogsemede bulunan en kiigiik dondiirme agisina gore siniflan-
dirilirlar. “Kristalografik kisit” olarak adlandirilan bir 6zellikten dolay1
dosemelerde dondiirme simetrilerindeki acilar yalnizca 60, 90, 120, 180
derece olabilir ya da dogseme herhangi bir dondiirme simetrisine sa-
hip degildir. Dogemelerin miflandirilmasindaki en ilging noktaysa, bu
dogemelere ait sadece ve sadece 17 farkh simetri grubunun miimkiin
olmasidir. Bu 17 simetri grubuna duvar kagidi gruplar denir.

Duvar kagidi dogemeleri dogemeyi olusturan temel bir bolgenin Gte-
lemelerle tekrar edilmesiyle olugturulur. Yani dikdortgen, kare, altigen
veya eskenar dortgen biciminde olabilen bu temel bolgeyi dogemenin ka-
rosu olarak diigiinebiliriz. Bu bolgeler duvar kagidi gruplarinin miflan-
dirilmasinda da etkin bir role sahiptir. Her bir duvar kagidi grubu belli
bir sembolle ifade edilir. Kristalografik gosterimde p sembolii dogemeyi
olugturan temel bolgeyi, m sembolii yansima simetrisini, g sembolii kayma-
yansima simetrisini, ¢ sembolii herhangi bir yansima dogrusu iizerinde
bulunmayan dondiirme merkezinin varligini ifade eder.

17 duvar kagidi grubunun gorsellerle ve kristalografik gosterimleriyle
miflandirilmasi goyledir:

Sekil 1. pl - Yalnizca birbirinden bagimsiz iki 6teleme simetrisi
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Sekil 2. pm: Birbirlerine paralel dogrularda olan iki
yansima simetrisi ve bagimsiz iki oteleme

Sekil 3. pg: Iki adet paralel dogrultuda kayma-yansima
simetrisi ve bagimsiz iki oteleme
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Sekil 4. c¢cm: Bir yansima simetrisi ile ona paralel olan bir
kayma-yansima simetrisi ve bagimsiz iki oteleme

Sekil 5. p2: Yalmzca 180 derecelik dondiirme simetrisi ve
bagimsiz iki oteleme
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Sekil 6. pmg: 180 derecelik bir dondiirme simetrisinin
yaninda birbirlerine dik dogrultuda bir yansima ve bir
kayma-yansima simetrisi ve iki bagimsiz oteleme

Sekil 7. pgg: 180 derecelik dondiirme simetrisinin
yaninda birbirlerine dik dogrultularda iki kayma-yansima
simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme
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Sekil 8. pmm: 180 derecelik dondiirme simetrisinin
yaninda birbirlerine dik dogrultularda iki yansima simet-
risi ve bagimsiz iki 6teleme

Sekil 9. cmm: 180 derecelik dondiirme simetrisinin
yaninda birbirlerine dik dogrultularda iki yansima ve iki
kayma-yansima simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme
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Sekil 10. p3: 120 derecelik dondiirme simetrisi  ve
bagimsiz iki oteleme

Sekil 11. p3ml: 120 derecelik dondiirme simetrisi ile
eskenar iiggenin kenarlar1 dogrultusunda yansima simet-
risi ve bagimsiz iki oteleme
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Sekil 12. p31m: 120 derecelik dondiirme simetrisi
yaninda dondiirme merkezi yansima dogrulari tizerinde
olmayan bir 120 derecelik dondiirme simetrisi ile yine
eskenar iiggenin kenarlari dogrultusunda yansima simet-
risi ve bagimsiz iki 6teleme
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Sekil 13. p4: 90 derecelik dondiirme simetrisi ve bagimsiz
iki oteleme
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Sekil 14. pdg: 90 derecelik dondiirme simetrisi yaninda
karenin kenarlar1 dogrultusunda yansima simetrisi ve
bagimsiz iki oteleme

Sekil 15. p4m: 90 derecelik dondiirme simetrisi yaninda
45°-45°-90° ti¢geninin kenarlari dogrultusunda yansima
simetrisi ve bagimsiz iki oteleme
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Sekil 16. p6: Yalnizca 60 derecelik dondiirme simetrisi ve
bagimsiz iki oteleme
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Sekil 17. p6m: 60 derecelik dondiirme simetrisi yaninda
30°-60°-90° ticgeninin kenarlari dogrultusunda yansima
simetrisi ve bagimsiz iki 6teleme
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Simetrilerin ardindaki matematigi anlayabilmek, matematigin sanat
ve kiiltiir tarihine yaptigi katkinin da anlagilmasini saglar. Endiiliis’te
bulunan Elhamra Sarayi'nin duvarlarinda duvar kagidi motiflerinin her
bir ¢esidini bulabilirsiniz. Elhamra’nin dogemelerinde, yagadigimiz sehirde,
dogada, karmagik ve fakat simetrik giizellikleri cebir ve geometri arasinda
baglant1 kurarak anlayabilmek, matematigi bir biitiin olarak gormek
agisindan kii¢iik ama son derece onemli bir adim olacaktir. Etrafimizdaki
glizellikler matematik dilinden de konusur.
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